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Chapitre 1

Groupes de Réflexions

Le prototype du groupe de réflexions est le groupe symétrique. Ce groupe peut étre
réalisé comme sous-groupe du groupe linéaire sur un espace euclidien V' ot chaque transpo-
sition correspond & une matrice de permutation. Nous allons ici généraliser cette définition
pour aboutir a celle des groupes de réflexions. Le but du chapitre sera ensuite d’étudier
la structure de ces groupes et de développer une combinatoire permettant de les étudier
de fagon aisée. Nous donnerons ensuite une présentation de ceux ci par générateurs et
relations, c¢’est a dire un moyen particuliérement simple de les définir entiérement. Cette
présentation sera ensuite trés utile lorsqu’il s’agira de les "déformer" afin de définir leurs
algébres de Iwahori-Hecke dans le chapitre suivant. Enfin, nous donnons une classification
de ce type de groupes en exhibant les différentes familles & laquelle un groupe de réflexions
(irréductible) peut appartenir.

Ce chapitre est hautement inspiré de la partie §64 du livre de Curtis et Reiner [4]
ainsi que du livre de Geck et Pfeiffer [9]. On citera aussi Bourbaki [2] et le livre d’Hum-
phreys comme autre référence [10]. Enfin, le polycopié de Jean Michel [13] étudie une
généralisation de ces groupes de réflexions : les groupes de réflexions complexes.

1.1 Définitions et premiers exemples

Soit V' un espace euclidien réel c’est & dire un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire, une forme bilinéaire

(,):VxV-oR

symétrique et définie positive. On note

O(V) ={s € Endr(V) | V{,n €V, (s(£),s(n)) = (&)}
le groupe des transformations orthogonales de V.

Définition 1.1.1. Une réflexion s € Endr(V') est un élément de O(V) tel que s # 1 et
tel que s fixe chaque élément d’un hyperplan de V.

La proposition suivante nous donne la forme explicite d’une réflexion en fonction du
produit scalaire :

Proposition 1.1.2. Pour toute hyperplan H de V', il existe une unique réflexion fixant
les éléments de H. De plus, si« € HL, on a :

-s2=1
— Pour tout £ €'V, s(§) 52((272))04




Démonstration. Soit a € HY, on a alors V = H @ (a). De plus, s est I'identité sur H et
comme s € O(V) C GL(V), on a s(a) € H-. Or H+ est de dimension 1 donc s(a) = ta
pou t € R et la formule (s(a), s(a)) = (o, ) implique que t = £1. Comme s # 1, il suit

t = —1 c’est a dire s(a) = —a. On a donc s = 1. La formule
(& @)
=¢-2
est vérifiee si € € H et si & € H- donc si € € V. Ceci prouve également 'uniciteé. O

Il suit de la définition et du théoréme qu’une réflexion a pour polyndéme minimal
(X —1)(X + 1) et donc qu’elle est diagonalisable et semblable & une matrice du type :

-1 0 0
0 1 0
0 0 1

On sait aussi maintenant qu’a chaque o € V' \ {0} correspond une unique réflexion fixant
Ihyperplan () C V. On la note s,.

Proposition 1.1.3. Sia € V' \ {0}, pour tout g € O(V), on a

1 _
gSa9d = = Sg.a

Démonstration. 11 suffit de remarquer que gs,g~' est un élément de O(V) différent de
Iidentité et fixant hyperplan (g.a)® = g({a)*). On utilise ensuite la proposition 1.1.2
O

Voici la définition d’un groupe de réflexions :

Définition 1.1.4. Un groupe de réflexions réelles est un sous-groupe de O(V') engendré
par des réflexions.

Dans ce cours, nous allons exclusivement nous intéresser aux groupes de réflexions
finis.
Exemple 1.1.5.

1. Soit V' = R? muni du produit scalaire usuel, le groupe diédral D,, d’ordre 2m
est I’ensemble des éléments de O(V) laissant un polygone & m cotés centré en 0
invariant. On peut montré que D,, est engendré par :

2km
— les rotations centrées en O d’angle —.
m

— les réflexions d’axes les diagonales du polygone.

27
Une rotation d’angle — est en fait le produit de deux réflexions d’axes faisant un
m
s
angle de —. Il suit que D,, est un groupe de réflexions.
m

2. Le groupe symétrique &, se plonge dans O(R™) en associant a ¢ € &,, 'endo-
morphisme qui a chaque élément e; de la base canonique associe eq(;). Les trans-
positions (7,j) engendrent ce groupe et envoient e; — e; sur e; — e;. De plus, si

n
r = Zakek € (e; —ej)* alors oy = aj et (i,4) fixe donc (e; — e;)*. Ainsi, le
k=1

groupe symétrique est un groupe de réflexions réelles.



Remarque 1.1.6. On peut aussi considérer une généralisation de cette définition en étu-
diant les éléments inversibles d’ordre fini d’un C-espace vectoriel fixant un hyperplan. On
parle alors de réflexions complexes et les groupes associés sont des groupes de réflexions
complexes (voir [13]).

On désire maintenant étudier de maniére précise la structure des groupes de réflexions.

1.2 Systéme de racines

Définition 1.2.1. Un systéme de racines est un ensemble fini A de vecteurs de V' tel que
1. 0 ¢ A et les éléments de A engendrent V.
2. Si o € A alors —a € A. De plus, si c.a € A pour ¢ € R alors ¢ = £1.
3. Pour tout a € A, on a
sa(A) = A
2(a, B)
(B3,5)

(c’est a dire sg(a) est une combinaison linéaire d’éléments de A a coefficients dans Z),
on dit que le systéme est cristallographique.

€z

Les éléments de A sont appelés les racines. Si de plus, pour tout o, 5 € A, on a

Exemple 1.2.2. Sidim(V) =1letsia € V\{0},ona W = (so)(~ Z/2Z). A = {«a,—a}
est un systéme de racine.

On associe maintenant a chaque systéme de racines un groupe de réflexions finis et
réciproquement.

Proposition 1.2.3.

1. Si A est un systéme de racines de V alors W(A) = (so | a € A) est un groupe de
réflexions finis.

2. Si W est un groupe de réflexions finis, il existe un systéme de racines A tel que
W =W(A)=(sq | € A).

Démonstration.

1. Comme A est fini, on a un nombre fini de valeurs possibles pour les w(«a) d’aprés
la propriété (3) de la Definition 1.2.1. Donc si W est infini, il existe des éléments
wy et wy distincts de W tels que wq (o) = wa(«) pour tout a € A. Ceci est absurde
car A contient une base de V.

2. On pose

Ensemble des vecteurs unitaires orthogonaux aux hyperplans
A= i .
fixés par les réflexions de W
On montre que A est un systéme de racines de (A).
— Soit s est une réflexion de W alors par définition, il existe o € A tels que s = s,.
On a:
W = (sq | @ € A).

— Soit & € A. Si B € A, s,.0 est unitaire (car s, € O(V)) et orthogonal a 'hyper-
plan fixé par la réflexion s, 3 = saSgSa € W (d’aprés la Proposition 2.1). Il suit
que Sq.0 est dans A. Ce dernier point prouve (3) de la Def. 1.2.1, (1) et (2) sont
évidents.

O



Chaque groupe de réflexions fini posséde a priori plusieurs systémes de racines. On va
maintenant chercher a lui en associer un remarquable grace & une notion de minimalité.
Pour ceci, nous allons tout d’abord partager un ensemble de racines arbitraire en deux
sous-ensembles : les racines positives et les racines négatives. Cette notion de positivité
est liée au choix d’un élément de V. Soit donc A un systéme de racines. Comme cet
ensemble est fini, il existe £ € V tel que

(&, a) #0 pour tout @« € A (%)
On peut maintenant partitionner notre ensemble A :
— A¢ 3
A=A% UA>

ou
A ={aeA] (a8 >0} et AL = {a e Al (a,€) <0}
Les éléments de Ai sont les racines positives tandis que ceux de AS sont les racines
négatives. On a en fait AS = —A% . Bien siir, cette partition dépend fortement du choix
de &£ € V vérifiant (*).
Remarquons que si Z cq = 0 pour des réels positifs ¢, alors Z cala, &) =0 et
aGAi aeAi
donc tous les ¢, sont nuls.

Le théoréme fondamental suivant va nous permettre de définir notre ensemble de
racines remarquables :

Théoréme 1.2.4. Soit I = {aq,...,an} C Ai tel que :

n
(i) a € Ai si et seulement si o = Zaﬂi avec a; > 0 pouri=1,...,n non tous nuls.
i=1
(ii) TI est minimal (en cardinalité) pour la propriété (i).
Alors les propriétés suivantes sont vérifiées.
1. II est une base de V

2. Pour tout o € A, il existe des réels a; > 0 pour i =1,...,n tels que

n
a==x E ;o
i=1

3. Pour tout1 <i<j<m, ona (a;a;) <O0.

Démonstration. L’assertion (2) est évidente pour les éléments de Ai. Si a € AS alors

—a € Ai d’ou le résultat.
Montrons (3). On sait que pour tout 1 <i < j <mn, on a

Sa; (Oéj) = Q5 — 05,04 € A

g, O
avec aj; = 2w
(0, )
raisonne par I’absurde en supposant a;; > 0. Deux cas sont & considérer.

. On veut montrer que (¢, q;) est négatif ou nul. Pour ceci, on

— Si 84, () € Ai alors il existe des réels a;, > 0 pour k =1,...,n tels que

n
Sq,(aj) = Z apay,
k=1



On a donc

Z ARy + (aj — ].)Olj + (ai + aji)ai =0

k#i,5
d’aprés la remarque précédent I’énoncé du théoréme, on obtient a; — 1 < 0 mais
alors

(1 - aj)aj = Z apog + (ai + aji)ai =0€ Ai
k#i,j
ce qui contredit la minimalité de de II.
— S sq,(0y) € A* alors —sg, (o) € Aﬁ_. Donc il existe des réels a; > 0 pour i =

1,...,n tels que

n
So, () = = Y agay,
k=1

On a donc

n
E apoy = —a; +ajo; =0
k=1

n
on obtient a; — aj; < 0 et donc (aji —a;)a; = Zakak + a; ce qui contredit la
hE
minimalité de II.
Donc (2) est prouvé.
Montrons (1). On sait que Ai engendre A qui engendre V' donc IT engendre V. Reste
a montrer que II est une famille libre. On raisonne par ’absurde en supposant que 'on a

une relation du type
p = Zaiai = ijaj S Aﬁ_
i€l jeJ
avec a;,b; > 0pourieletje JetINJ=0. Alors, on obtient
(p,p) = Z aibj(ag, o) >0
iel,jeJ
ce qui est absurde car tous les produits scalaires (a4, c;) sont négatifs d’aprés (3). O

Proposition 1.2.5. Tout Aﬁ_ contient un unique ensemble 11 satisfaisant les propriétés
(1), (2) et (3) du théoreme précédent. De plus, tout ensemble satisfaisant ces conditions
est contenu dans un Ai pour un & € V satisfaisant (x).

Démonstration. On a déja montré 'existence d’un ensemble II vérifiant (1), (2) et (3).
Supposons que IT = {ay, ..., o, } est un ensemble contenu dans Ai vérifiant ces propriétés
n

alors si @ € Ai, onaa= :I:Zaiai avec a; > 0 par (2). Or II C Ai donc (e;,&) > 0

i=1
n
pour tout ¢ = 1,...,n et comme («,&) > 0, on obtient o = Zaiai. De plus, si un
i=1
des «; € II s’écrit a;3; avec a; > 0 et B; € AS pour ¢ = 1,---n, on aboutit & une
J +

icl
contradiction avec (1). Il suit que IT vérifie nécessairement les propriétés (i) et (it) du
théoréme et est caractérisé par ceci ce qui prouve 1'unicité.
Maintenant, soit IT = {1, ..., a,} vérifiant (1), (2) et (3). Il existe alors £ € V tel que
(&, @) > 0 pour tout ¢ = 1,...,n. Alors Ai_ est ’ensemble des combinaisons linéaires a



n
coefficients positifs des éléments de I1. En effet, si o € Aﬁ_, alorsa = + Z a;o; avec a; > 0
i=1

n
pour i = 1,--- ,n. La propriété (a,&) > 0 implique que o = Zaiai. Réciproquement,
i=1

n

o= Z a;a; avec a; > 0 pour i = 1,--- ,n est dans Ai. La donnée de II définit Ai de
i=1

maniére unique.

O

Définition 1.2.6. Un ensemble II vérifiant les propriétés (1) (2) et (3) du théoréme
est appelé un systéme fondamental (ou systéme simple). Les racines de II sont appelés
les racines fondamentales (ou racines simples), les réflexions associés s, avec a € II, les
réflexions fondamentales (ou réflexions simples).

On vient donc de voir qu’a chaque systéme de racine et a chaque choix de & satis-
faisant (x) est associé un unique systéme fondamental. Réciproquement, tout systéme
fondamental définit un unique systéme de racine et un unique Ai que l'on note & partir
de maintenant Ay et qui est I’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients positifs
des éléments de II. Soit un tel systéme fondamental IT = {a;, ..., o, }, alors tout a € Ai
s’écrit de maniére unique sous la forme

n
o = E ;0
i=1

n
ou les a; sont des réels positifs. Le réel positif Zai est appelé la hauteur de a. Par
i=1
définition, les éléments de II sont des racines de Ai de hauteur 1.
Le but est de montrer que les réflexions simples engendrent le groupe de réflexions
associé.

Proposition 1.2.7. Soit II un systéme fondamental. Soit o« € Il et B € Ay tel que 5 # «
alors sq.0 € Ay

n
Démonstration. On pose Il = {a, a1 ..., a,}. On a 8 = apa + Zalai avec a; > 0 pour
i=1
tout ¢ = 0,...,n. On peut supposer que a; > 0 par la propriété (2) de la Def. 1.2.1. On
obtient

Sa-B =0+ ca

pour un réel c. Le coefficient de s,.0 est a1 qui est positif. Par (2), on a s,.0 € A;. O

Théoréme 1.2.8. Soit Il = {ay,...,an} un systéme fondamental dans A. Alors on a
W ={(sq, |1=1,...,n).
De plus, pour tout o € A, il existe i =1,...,n et w € W tels que a = w.q;.

Démonstration. On pose
Wo=(Sq; |i=1,...,n)

Soit o € A4 tel que o ¢ II. On considére alors l'ensemble Wya N Ay. Cet ensemble
est non vide car o € AL. Soit v un des éléments de hauteur minimal dans Woar N Ay



Supposons que 7y ¢ II alors (y,a;) >0 pour uni=1,--- ,n. On a s,,.7 € Ay d’aprés la
proposition 1.2.7. De plus, on a :

(77 ai)
(ai; o)
Donc la hauteur de s,,.7 est inférieur a celle de v. Ceci est aburde donc v est dans II.

On vient donc de montrer que pour tout a € A, il existe w € Wy tel que v = w.a € 11
d’ott @ = w~t.y. On obtient s, = w™ls,,w € Wy. Sia € A_,on a s, =s_, € Wy dout
W c W

Sa; Y =7 — 2

i

O
Exemple 1.2.9. Soit {e,...,e,11} base orthonormale de R™"1. On pose
A={e;—e; |1<i,j<n+1, i#j}.
On considére 'hyperplan de R*+! :

n+1 n+1
V= {Zaiei | (a1, an41) € RMHY Zai 20}
i=1

i=1
On voit facilement que A est un systéme de racines dans V', il est méme cristallographique.
Un systéeme fondamental associé est
MD=A{co;:=¢;—e;11]i=1,...,n}
En fait, on a pour tout i =1,--- ,netk=1,--- ;n:
ek sik#4,i+1

sm(ek): €; sik=1+1
€i+1 sik=1

Il suit que W (A) est isomorphe au groupe symétrique &,, 1, la réflexion s,, corespondant
a la transposition (i, +1) (i =1,...,n).

1.3 Eléments d’un groupe de réflexions

Le but de la suite de ce chapitre est d’obtenir une "présentation" des groupes de ré-
flexions par générateurs et relations c’est a dire, déterminer "toutes" les relations vérifiées
par les générateurs de ces groupes. La premiére étape consiste a étudier en détail la forme
des éléments de ces groupes.

Définition 1.3.1. Soit A un systéme de racines, IT un systéme fondamental et A, les
racines positives. Soit w € W. Il existe alors aq,--- ,ap € II tel que

W= Sa; " Say

Si k est minimal, on note I(w) = k et on dit que k est la longueur de w. Dans ce cas, on
dit que sq, - - - Sq, €st une expression réduite de w.

Pour w € W, on note
AL ={ac A, |wacAL}

et
N(w) = |Ay]-
Par exemple, par la proposition 1.2.7, si « € I, on a
A, ={a}

et donc N(so) = 1.



Lemme 1.3.2. Pour tout w e W et a €1l, on a
[ Nw)+1 siwaelAL
N(wsa) = { Nw)—-1 siwa€A_

Démonstration. Supposons que w.a € A et montrons qu’alors
Ays, = {a}Usa(Ay)

ce qui prouvera la premiére partie de la proposition.
— On awsya = —wa € A_ donc a € A .
— On a o ¢ sqA\,, sinon s, = —av € A, ce qui contredit le fait que A, C Aj.
— Comme a ¢ Ay, d’aprés la proposition 1.2.7, s, Ay C Ay et s A C Ay, carsi
B e A, onawsys,S=wleA_.
Tout ceci implique
{a}Usa(Ay) € A,

Soit maintenant 3 € Aj, tel que 8 # « alors ws,3 € A_. Comme s,3 € Ay, on a
saf € Ap,. Donc 8 € s,A,,. Ceci prouve l'inclusion réciproque.
Supposons maintenant que w.cc € A_, on a alors ws,a € A et il suit que
A, =A, = {a}Usq(A

WSaSa wsa)

O

Proposition 1.3.3 (Loi de simplification). Soit II un systéme fondamental et w € W tel
qUE W = Sqy * ** Sa,, avec a; € 11 pour i =1,--- ;m. Supposons m > N(w) alors il existe
1 <1 <5< mtel que

W= Sq; "+ /éoci"' /éaj o Sag,

Démonstration. 1l existe j tel que

N(sal...sa :N(sal...saj)f]_

j+1)

D’aprés le lemme précédent, on a donc
Say -+ Sa; 0+1 € A_
Il existe ¢ tel que
aj1 € Ay, Sa; 541 €Ay, [ Sau,  Sa k1 € Ay, Say S 1 € A

Posons 8 = s4,,, "+ Sa;aj4+1- On a donc B € Ay et s, € A_. Par le lemme, on en
déduit = ;. On a donc
Sa; = 853 = gSOthrlgil
en posant g = Sq,,, - Sq,; Puis en utilisant la proposition 2.1 en remarquant que 3 =
gojy1. On obtient donc
Sa_ DR

i

S

i = Sa

g1t Saj+1-

En substituant dans I’expression :

w = Sal (sai "'Saj)sa]'+1 .. .Sam

on obtient le résultat désiré.



Proposition 1.3.4. Pour tout w € W, on a

Démonstration. La loi de simplification implique que N(w) > I(w) et le lemme 1.3.2 que
N(w) < l(w). O

Cette application longueur :

N

I w
w l(w)

—
—

aura une place centrale dans la suite. On peut déja remarquer que par le lemme 1.3.2 on
a pour tout w € W et pour toute réflexion s simple (=fondamentale) {(ws) = l(w) + 1.
Notons également que pour tout w € W, on a l(w) = [(w™1!).
Nous terminons cette section par I’étude de deux éléments remarquables d’un groupe
de réflexions fini.
Proposition 1.3.5. Soit W un groupe de réflexion fini et Il un systéme fondamental.
1. Siwe W est tel que w(Ay) = Ay alors w = 1.

2. Il existe un unique élément de longeur mazimal wg € W. On a
l(wo) = |AL|, woAy =A_,wi =1

Démonstration. Prouvons (1). Si w # 1, on a l(w) = N(w) > 0 et w(A;) # Ay
Prouvons maintenant (2). Soit wgy un élément de longeur maximal dans W. On a pour tout
a € II, woar € A_ par le lemme 1.2.7 donc I(wg) = N(wg) = |A4|. Donc woAy = A_.
Maintenant, si w(, est un autre élément de longeur maximal, on obtient wjAL = A_ d’ou
wo 'wh AL = Ay et donc wy = w}y par (1) ce qui prouve I'unicité. On a I(wg ) = I(wp)
et donc wy ' est aussi de longeur maximal donc wy * = wy d’ott wi = 1.

O

Nous allons maintenant développer les outils nécessaires pour aboutir & une présenta-
tion de groupes de réflexions.
1.4 Groupes de réflexions comme groupes de Coxeter
Définition 1.4.1. Un groupe de Coxeter W est un groupe fini avec une présentation du

type
W = (51,...,8n | (si8;)™7 =1, V1 <1i,j <n)

ol les n;; sont des entiers positifs vérifiant
ni = 1, nij>1etnij:nji Sll#j
Pensemble (W, S) est appelé un systéme de Coxeter.

Ceci signifie que si G est un groupe et f : S — G une application telle que les f(s;)
(1 <4 < n) satisfont les mémes relations, il existe un unique morphisme de groupes

F:W -G

tel que F'(s;) = f(s;) pour tout i =1,...,n

10



Exemple 1.4.2. Tout groupe cyclique a une présentation par générateurs et relations.
En effet, pour tout n € N, on a

(s|s"=1)~=Z/nZ

Par la suite, si s et ¢t sont deux éléments d’un groupe de réflexion W fini, nous notons
mg; 'ordre de st. Notons que 'on a mg; = mys,.

Le théoréme suivant est un résultat-clef du chapitre. D’une part, il permettra de
prouver que tout groupe de réflexion est un groupe de Coxeter. D’autre part, beaucoup
de résultats sur la combinatoire des éléments d’un groupe de réflexion peuvent étre déduit
de celui-ci. Avant de I’énoncer, rappellons qu'un monoide est un ensemble M muni d’une
loi x tel que

— Pour tout (z,y) € M?, onaxzxy € M,

— Pour tout (z,y,2) € M3, onaz*(yxz) = (zxy)*2,

— Il existe e € M tel que pour tout z € F,on a xxe = exx = z (e est I’élément

neutre)

Théoréme 1.4.3 (Théoréme de Matsumoto). Soit W un groupe de réflexion fini, IT un
systéeme fondamental et S = {s1,...,8,} Uensemble des réflexions simples de W. Soit M
un monoide muni d’une loi interne notée multiplicativement. Soit

f:S—=M
une application tel que pour tout (s,t) € S%, on a :

F)f)f(s)... = [({)[(s)[(t) ...

Mst Mts

Alors il existe une unique application
F-W-M
telle que F(w) = f(84,)f(8iy) .- f(8i,) St SiySiy .- Si, €St une expression réduite de W.

Démonstration. Pour tout j =1...n, notons y; := f(s;). Siw € W et si s;,5,,...5;, est
une expression réduite de W, on pose alors

avec F(1) = e. Il faut vérifier que F est bien définie c’est a dire que si [(w) = k et si

4,84y - - - 84, €t 85,55, ... 85, sont deux expressions réduites de w, on a

YirYiz - - Yip = Y5j1Y52 - - - Yjpe

Pour ceci, on raisonne par récurrence sur k£ € N.
— Sik=0o0uk =1, le résultat est clair.
— Supposons le résultat vrai pour les éléments de longueur k—1. Montrons qu’il le reste
pour les éléments de longeur k. Supposons donc que s;, s, . . . 8i, et 5,55, ... 55, sont
deux expressions réduites de w. On a donc

SiySig - oo Sip, = 851555 -+ - S5y

et il suit donc :

851841 Sig - - Siyy = Sjg -0 Sjp-

11



L’expression s, . .. s, est réduite donc la loi de simplification (Prop. 1.3.3) implique
qu'il existe ¢t € [1, k] tel que
851841 Sig -+ Sy, = Si1Sig -+ Siy_1Sip4q -+ Sip,
On a en particulier
541841 Sig + - - Siy = Si1 845 -+ Siy_4

et ainsi
851541 Sig « - Siy_y = SiySig -+ Siy (].].)

, . 1 . A S
L’expression s;, Si, ... 8i,_,8i, ., --- 5, est réduite (car égale a s;, ...s; qui l'est).
Par hypotheése de récurrence, on obtient donc

YirYio -« Yir_1Yipaq - Yir, = Yjo -+ - Y

et on en déduit donc

YjrYirYig -+ - Yiy_1Yigyr -+ - Yig = YjrYja - - - Yji, (12)

Deux cas sont maintenant a considérer.

1. On a t < k. Alors I’hypothése de récurrence appliquée a I'égalité (1.1) induit

YirYir Yis - - - Yip_y = YirYio - - - Yiy

en reportant dans (1.2), il suit :

YirYiz -+ - Yi = YjrYjz - - - Yj

ce qu’il fallait montrer.

2. Sit =k, on a alors par (1.1)
851541 Sig » o+ Sy = SiySig -+ Siy,
Ces expressions sont réduites donc en appliquant exactement le méme procédé

que ci-dessus, on en revient a deux cas & considérer.

(a) Le premier cas implique ¥, ¥, - - - Yip_, = Yiy - - - Yi,, €€ qui prouve le résul-
tat.

(b) Le deuxiéme implique 1’égalité
83185154y« Sig_g = 85180y -+ Sip

Ces expressions sont réduites et nous avons deux cas & considérer comme
ci-dessus. En continuant de la sorte, le seul probléme se situe lorsque 'on
a

84185154y o+ = 85186185, -+ -

ou les deux expressions sont réduites. Ceci implique que le nombre de
facteurs de chaque coté de I'expression est égale a my, s, . Par hypothese,
on obtient

YirYj Yi - - = YY1 Y51 - -

en remplacant dans les identités obtenus, on obtient le résultat.

Donnons un corollaire immédiate de ce théoréme fondamental.
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Corollaire 1.4.4. Soit W un groupe de réflexions, I1 un systéme fondamental et S =
{s1,...,sn} Uensemble des réflexions simples. Soit w € W et soit s;, ...S;, et sj ...S;
deuzx expressions réduites de W. Alors, on a :

k k

{sil,...,sik} = {5j1a~~73jk}
De plus, l’ensemble

S(w):{v:sipl...sips |1§plg<ps§k}

ne dépend pas du choizx de l’expression réduite.

Démonstration. On définit M comme étant ’ensemble de tous les sous-ensembles de W.
On va mettre deux structures de monoides sur M.
— Tout d’abord, on définit le produit . comme étant la réunion ensembliste. On obtient
bien une structure de monoide sur M. On considére alors ’application

f+ s - M
Soit s et ¢t dans S, on a alors
f(s) f().f(s).... = {s}
" — F0)S(5)S D)
| —

Donc I'hypothése du théoréme de Matsumoto est vérifiée. Ainsi, il existe
F:W-—-M

tel que pour tout w dans W, si s;, ...s;
W, ona:

, et 85, ..., est une expression réduite de

F(w) = {8iy,...-8i, }
mais si sj, ...s;, est une autre expression réduite de w, on a aussi :
F(w) ={sj,.---S. }

d’oit le résultat
— On définit maintenant un produit sur M tel que pour A et B dans M,

AxB={ab|a€ A, be B}

On consideére 'application

f+ 5 - M
s +— {1,s}
Soit s et t dans S, on a alors
f8)*fE)*xf(s)x... = {l,s}x{1,t}x{1,s}...
o = O F($) S0,

Dons ’hypothése du théoréme de Matsumoto est vérifié. Ainsi, il existe

F:-W-—->M
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tel que pour tout w dans W, si s;, ...s;
W, ona:

, €t 85, ..., est une expression réduite de

F(w) = S(w)

qui ne dépend pas du choix de I'expression réduite.
O

Un élément de S(w) est par définition appelé une sous-expression de w. Ceci nous
permet de définir un ordre partiel sur W.

Corollaire 1.4.5. Soit W un groupe de réflexions, Il un systéeme fondamental et S =
{$1,...,8n} Uensemble des réflexions simples. On a un ordre partiel < sur W défini
comme suit. Soit (y,w) € W2 alors y < w si et seulement si y est une sous-expression de
W. On appelle cet ordre partiel l'ordre de Bruhat-Chevalley

Démonstration. On vérifie facilement que la loi est réflexive et antisymétrique. Concernant

la transitivité, soient (x,y,w) € W3 tel que * < y et y < w. Notons s;, ...s;, une
expression réduite de w. Alors, on a

Yy = Sipl . 'Sips
pour 1 < p; < ... < ps < k. Cette expression n’est pas forcément réduite mais par la

loi de simplification, on peut supposer qu’elle I’est, quitte & supprimer quelques facteurs.
Une sous-expression de x est alors clairement une sous-expression de w.

O
Donnons maintenant le résultat principal de cette section.

Théoréme 1.4.6. Soit W un groupe de réflexions de systéeme fondamental I1. Soit S =
{s1,...,8n} Uensemble des réflexions simples. Alors (W, S) est un systéme de Cozeter.

Démonstration. On doit montrer que W a une présentation par
— générateurs : 5,
— relations : pour tout (s,t) € S2, (st)™st =1
Soit G' un groupe et f : S — G une application telle que pour tout (s,t) € S%, on a :

(f(s) @)™ =1
Par le théoréme de Matsumoto, il existe alors que application
F: W -G

telle que si s;, ...s;, est une expression réduite de w € W, on a :

F(w) = f(si,) ... f(s4,)

Il reste & montrer que F' est un morphisme de groupes. Pour ceci, il suffit de montrer que
pour tout s € S et pour tout w € W, on a

flsw) = f(s)f(w)

Soit s;, ...s;, une expression réduite de w. Deux cas sont & considérer :
— Sil(sw) > l(w) alors 'expression ss;, ... s;, est réduite, alors

k

k

dron f(sw) = £(s)f (w).
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— sinon, w’ = sw vérifie I(sw’) > I(w) donc f(sw') = f(s)f(w') et donc f(sw) =
F(5)f(w) car f(s)? = e.
O

Ainsi, tout groupe de réflexion est un groupe de Coxeter et on a donc une présentation
par générateurs et relations de ces groupes

Exemple 1.4.7. Considérons le groupe symétrique &,. On a vu que que l'on peut

prendre S = {s1,...,8,—1} ou les s; correspondent aux transpositions (i,i + 1) avec
i € {1,...,n—2}. On voit facilement que s;s; est d’ordre 2 si |i — j| > 1 et que s;8;41
est d’ordre 3 sii € {1,...,n — 2}. On en déduit que l'on a une présentation du groupe

sym :’etrique par

1. Générateurs : {s1,...,8,-1}

2

2. Relations : pour tout i € {1,...,n — 2}, s; =1, pour tout |i — j| > 1, s;5; = s;8;,

pour tout i € {1,...,n— 2}, ;8,118 = Si+15iSi+1-

La réciproque du théoréme 1.4.6 est établie dans la section suivante ot nous définissons
d’autres notions fondamentales associé aux groupes de réflexions.

1.5 Classification et sous-groupes paraboliques

Nous devons tout d’abord définir la notion de groupe de Coxeter irréductible. Pour
ceci, le “graphe de Coxeter" associé au groupe W est particuliérement utile.

Définition 1.5.1. Soit (W, S) un systéme de Coxeter. Le graphe de Coxeter de ce systéme
est le graphe défini comme suit.
— les sommets sont les éléments S de W,
— deux sommets s et ¢ sont reliés par une aréte si et seulement si my; # 2, cette aréte
est alors indicée par mg (si mg = 4, on met parfois une double barre au lieu de
I'indice).

A tout graphe est bien siir associé un unique systéme de Coxeter (a isomorphisme
prés). Par exemple, le graphe de Coxeter du groupe symétrique &,,.

S1 52 Sp—1

On dit que &,,. est un groupe de Coxeter de type A,_1.

Proposition 1.5.2. Soit (W,S) un systéme de Coxeter. On suppose que le graphe de
Cozxeter de W admet k composantes connexes et pour tout i = 1,..,k, on note S; les
sommets de la iéme composante connexe de sorte que

S=5USU...US.
Pour tout i = 1,.., k, on note W; = (S;). Alors (W;, S;) est un systéme de Coxeter et on

a
W=Wy xWy x...x W
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Démonstration. 1l est clair que les (W, S;) sont des systémes de Coxeter. Par définition,
tout élément de W s’écrit de maniére unique sous la forme

w=wwa...wg

ou w; € W; pour tout i = 1, ..., k ol les w; commutent entre eux. On en déduit le résultat.
O

La définition suivante est cohérente avec le résultat ci-dessus.

Définition 1.5.3. On dit qu'un groupe de Coxeter est irréductible si son graphe ne posséde
qu’une seule composante connexe.

On reparlera un peu plus tard du probléme de classification des groupes de Coxeter. On
peut maintenant énoncer le théoréme principal de cette section, réciproque du théoréme
1.4.6 Nous ne donnons qu’une stratégie de la preuve.

Théoréme 1.5.4. Soit (W, S) un systéme de Coxeter (fini) ot S = {s1,...,8,} alors W
est un groupe de réflexions et il existe un systéme fondamental 11 tel que S est l’ensemble
des réflexions simples de W.

Démonstration. On se référe a [2, §68 Ch.5| et [4, Thm 64.28] pour une démonstration
détaillée. L’idée de la preuve est la suivante : on munit R™ d’une forme bilinéaire symé-
trique.
B: R"xR" — R
(ei,ej) —  —cos(m/mi;)

ol m;; est I'ordre de s;s; dans W. On construit alors une application

p: 8 — GLn(R)
comme suit : pour tout (i,5) € {1,...,n}2, on a
p(si)(e;) =€ — 2B(ej, ei)e;
On montre ensuite que les p(s;)p(s;) sont d’ordre m;; pour tout (i,5) € {1,...,n}?. Par

la propriété universelle, p s’étend a W tout entier.
p: W — GL,(R)

On obtient ainsi une représentation de W. Ensuite, on montre que B est définie positive
en deux temps : en considérant tout d’abord le cas W irréductible puis le cas général.
Enfin, on montre que la représentation p est fidéle c’est a dire injective. Ainsi, W est
isomorphe a p(W) qui est lui-méme un groupe de réflexions.

O

On peut maintenant donner le théoréme de classification des groupes de Coxeter. Cette
classification se fait en donnant le graphe de Coxeter associé qui détermine uniquement
le groupe. Nous ne donnons pas la preuve (trop longue) et on se référe a [2, Ch. 6,84] ou
[10, §2.7].

Théoréme 1.5.5. Les groupes de Cozeter irréductibles sont ceur associés aux graphes de
Cozeter suivants.

Ap_1 - B -
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H; 05—0—0 H, 05—0—0—0
m
Io(m) (m=5,m>7) oo

Les groupes de Weyl correspondent auzx types An—1, Bp,Dn, Es 78, Ga et Fy.

Le groupe I3(m) est en fait le groupe diédral d’ordre 2m. Il a donc une présentation
par générateurs s et t et relations s = t2 = 1, (st)™ = 1.

Nous terminons ce chapitre par une étude de certains sous-groupes remarquables de
groupes de Coxeter : les sous-groupes paraboliques.

Définition 1.5.6. Soit (W, S) un systéme de Coxeter. Soit J C S et soit W; := (J) C W.
Alors W; est appelé un sous-groupe parabolique (standard) de W.

Proposition 1.5.7. Soit W un groupe de réflexions fini de systéeme fondamental 11 et
de systéeme de racines A. Soit S ’ensemble des réflexions simples. Soit J C S et soit 11
Uensemble des éléments de I associés aux éléments de J. Soit Ay = AN(IL;). Alors Ay
est un ensemble de racines dans (Il;) avec systéme fondamental I1; et W est le groupe
de réflexions fini associé a Ay. Soit l; la fonction longueur sur Wy et l celle de W. Alors,
pour tout w € Wy, on al(w) = 1;(w).

Démonstration. On vérifie que A ; satisfait les axiomes de le Définition 1.2.1 et que II;
est un systéme fondamental. Alors, W; est bien un groupe de réflexions engendré par J.
Soit w € Wy avec lj(w) = k alors w s’écrit comme produit de facteurs d’éléments de
J comme suit s7...s,. Sil(w) # k, on peut appliquer la régle de simplification ce qui
contredit {;(w) = k d’ou le résultat. O

Enfin, notons que le graphe de Coxeter d’un sous-groupe parabolique s’obtient en
supprimant des sommets et leurs arétes adjacentes du graphe originel.
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Chapitre 2

Algébres de Iwahori-Hecke
comme algébre symétrique.

Dans ce chapitre, nous introduisons ’algébre de Iwahori-Hecke associée & une groupe
de Coxeter fini W. Celle-ci peut étre vue comme ’algébre de groupe K|[G] sur un corps
K mais sur laquelle on a déformé la multiplication par un élément ¢ € K*.

Ces algébres apparaissent naturellement dans le contexte suivant (on se référe a [5,
§67.A]). Soit Fy, corps fini & ¢ = p* éléments ou p désigne un nombre premier (a € N).
On considére le groupe G := GL,(F,) et B le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieurs (appelé le sous-groupe de Borel de G). On sait que le groupe W de type A,,_1
peut se réaliser comme sous-groupe de G via les matrices de permutations. On peut alors
montrer que

G= || BuB

weWw

C’est la décomposition de Bruhat. Considérons maintenant l’algébre du groupe C[G]. On
a alors un idempotent

1
e—EZbGC[G]
beB

On note H := eC[G]e C C[G]. C’est une algébre d’élément neutre e. Pour tout w € W,
on pose

1
| | zeBwB
On a alors le théoréme suivant :
Théoréme d’Iwahori. Soit S ={s; |i=1,...,n—1} l’ensemble des réflexions simples

de W (chaque s; correspondant a la transposition (i,i+1)). Alors, ’ensemble {T,, | w €
W1 forme une base de H et la multiplication est déterminée par les formules suivantes.
Sise S etweW, alors :

Tow st l(sw) > l(w)

TSTw - { quw + (q - 1)Tw simon

De plus, on a une présentation de H par
- générateurs : {T,, | i=1,..,n—1}

— relations :
T? =Ty + (¢ — DTy, i=1,...n—1
Ts,Ts, =T, T, li — 7] > 1,
T 15,15, =TT, Ts, i=1,...n—2
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L’algeébre H est appelée algébre de Twahori-Hecke.

Nous allons tenter de définir un analogue de cette algébre pour tout groupe de Coxeter
fini. Celle-ci aura une structure particuliére qu’il conviendra d’étudier le plus généralement
possible. Ce chapitre est essentiellement basé sur [7]

2.1 Définition

Dans tout ce chapitre, on se donne un systéme de Coxeter (W,S) comme dans le
chapitre précédent. Nous désirons obtenir une algébre généralisant celle d’Iwahori. Pour
ceci, on se place sur un anneau A commutatif et unitaire. On se donne également un sous
ensemble {as,bs}scs de A vérifiant la propriété suivante

Sise SetteSsont conjugués dans W alors as = ay et by = by (2.1)

Que signifie cette propriété de conjugaison ? ceci peut facilement se voir, par exemple, sur
le graphe de Coxeter grace & la proposition suivante.

Proposition 2.1.1. Deux éléments s € S ett € S sont conjugués dans W si et seulement

st il existe une suite
s=s0 s s =¢

d’éléments de S tel que myi-1) 4y est impair pour tout i =1,...7.
Démonstration. Soit s € S. On pose

S'={teS|Is= s M s = Mg(i—1) 5y impair pour tout 4 = 1,...7r}

Ona S #(carsc S Soit :

f: 8 — {x1}
P 1 site s’
—1 sinon

Le seul probléme pourrait éventuellement intervenir si m,,,, est impair et siu € S, v ¢ S’
(ouwv € 5, u ¢ S’) mais ceci est impossible. En effet, on a alors une suite

s=3s0 s M=y
d’éléments de S tel que Mg(i-1) 4() €st impair pour tout ¢ = 1,...r. Donc on a une suite
s =250 s s =y st =y

d’¢léments de S tel que mgyi-1) 4 est impair pour tout ¢ = 1,...r + 1 ce qui implique
que v € S’. Etant donnée la présentation de W par générateurs et relations, on en déduit
qu’ll existe une application

F:W — {£1}

telle que F(w) = f(si,) ... f(ss,) lorsque s;, ...s;, est une expression réduite de w. On
vérifie facilement que F' est un morphisme de groupe exactement comme dans la preuve
du théoréme 1.4.6. Supposons maintenant que ¢ soit conjugué a s et que ¢ ¢ S’. On obtient
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F(t) = —1et F(s) =1 ce qui est absurde car F est un morphisme et s et ¢ conjugué dans
w

Réciproquement, supposons qu’il existe une suite
s=s0 M s =y
d’¢léements de S tel que myi-1) 4o est impair pour tout ¢ = 1,...r. Alors, pour tout
i=1,...r, les réflexions s0—1) et s sont conjugués dans W. En effet, on a :

st D0 — @) 6-D0)

M (i—1) 4(i) M (i—1) 4(3)

et donc en posant
w = sWs(=1

m_(i-1) (i) ~1

on a s~ Dw = ws Donc, tous les s() sont conjugués dans S d’out le résultat.
O

Ainsi, en type A, _; toutes les réflexions simples sont conjugués comme en type D,,.
Par contre, en type B,, il y a une réflexion simple qui n’est pas conjugués aux autres.
On se donne maintenant le A-module libre

H := H(W,S,{as,bs}scs)

de base {Tw }wew. Ainsi tout élément de H est de la forme )y, T 0l () wew est
une suite déléments de A. Le probléme se résume maintenant & définir une multiplication
qui puisse donner une structure d’algébre pour H généralisant la structure de l'algébre
donnée dans 'introduction.

Théoréme 2.1.2 (Bourbaki). Il existe une unique multiplication
.HxH—H

telle que H est une algébre associative unitaire d’identité Ty et telle que pour tout s € S
etweW, ona

T, — Tsw st 'l(sw) > [(w)
asTsy + 0Ty,  sinon

Le A-module H muni de cette application s’appelle l'algébre de Iwahori-Hecke de W.

Démonstration. Notons tout d’abord que si on admet la régle de multiplication ci-dessus
alors celle-ci est unique. Il suffit de voir que si s;, ... s;, est une expression réduite de w,
alors T, = T, Ty, -
Montrons maintenant que la multiplication comme ci-dessus fait de H une A-algébre
associative et unitaire. Pour ceci, on définit, pour s € S les endomorphismes suivants :

A¢: H — H
Tsw si l(sw) > l(w)
Tw = { asTsy + bsT,, sinon
ps: H — H

{ T si l(ws) > I(w)

Tw = asTyws +bsT, sinon

On considére alors les deux algébres suivantes :

L := sous-algébre de End4(H) engendré par les \; pour s € S
R := sous-algébre de End4(H) engendré par les ps pour s € S
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e Pour tout (s,t) € S%, on montre que \; 0 py = p; o \; c’est a dire que pour tout
w € W, on a Ag 0 pi(Tyw) = pt o As(Tyw). Considérons plusieurs cas :
— Si l(sw) > l(w) et I(swt) > l(sw), on a alors [(wt) > I(w) sinon I(wt) < I(w) et
[(swt) < l(w). On obtient

AS(pt(Tw)) = As(th) = Tswt

pt(As (T’w)) = pt(Tsw) == Tewt
- Sil(sw) > I(w), l(swt) < I(sw) et I(wt) < l(w), on obtient :
As(pr(Tw)) = As(asTwe + bTow)

= (Lt)\ ( wt) +bt)\ ( )
= athwt + bt sw

et
pt(As(Tw)) = pe(Tw)
= atTswt + b Ts

— Sil(sw) > l(w), l(swt) < I(sw) et l(wt) > l(w), on a l(swt) = l(sw) — 1 =(w) <
I(wt). On obtient :

)‘ (Pt( )) - )\ ( wt) =a Tswt+b th

pt()\s((Tw)) - pt(Tsw) - athwt + thsw

Or, on a sw = wt. En effet, soit s;, ...s;, une expression réduite de w. Les ex-
pressions $s;, ...S;, et s;, ...s;,t sont réduites mais ss;, ...s;, ¢t ne l'est pas. On
peut appliquer la régle de simplification. La seule possibilité est que ss;, ...s;, t =
Siy ... 8i, = w d’ou le résultat. De plus, comme s et ¢ sont conjugués, Il suit que
as = a; et by = by et on obtient bien As(p:(Tw)) = pr(As(Tw)-

— Sil(sw) < l(w), l(swt) < l(sw), on a alors l[(wt) < I(w) sinon l(wt) = I(w) + 1 et
l(wt) = l(sw) + 2 < I(swt) + 2 ce qui est absurde. On obtient donc :

As(pe(Tw)) = Ns(aiTowe + b:Top)
= aAs(Twr) + beAs(Tow)
= ay(asTowt + bsTuw) + bi(asTow + bsTo)

et
Pt ()\‘: (Tw)) = Pt (asTsw + bsTw)
= Qg (athwt + thsw) + bs (atth + thw)

- Sil(sw) < l(w), l(swt) > I(sw) et l(wt) > l(w), on a alors I(swt) = I(sw) +1 =
[(w) = l(wt) — 1. On obtient :

As(pt(Tw)) = As(Twt)
= asTswt + bsTwt
et
pt(AS(T’w)) = pt(aSTSu) + bsTw)

= asTswt + bsth

- Sil(sw) < l(w), l(swt) > I(sw) et l(wt) < l(w), on a alors I(swt) = I(sw) +1 =
I(w) = l(wt) + 1. On obtient :

)‘S (pt (Tw)> = )\s (atth + thw)
- athwt + bt (asTsw + bsTw)
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et
pt(AS (Tw)) = pt(asTsw + bsTw)
asTswt + bs (atth + thw)

Or, on a sw = wt. En effet, soit s;, ...s;, une expression réduite de w. Comme
l(sw) < I(w), par la loi de simplification on peut choisir s;; = s. On a w = $8;,...8;,
réduite, wt = ss;,...5;, t non réduite et swt = s;,...5;,t réduite. Donc on a nécessai-
rement wt = s;,...5;, . Il suit que wt = sw. De plus, comme s et ¢ sont conjugués, Il
suit que a5 = a; et by = by et on obtient bien A\;(pt(Tw)) = pr(As(Tw))-

On a donc montré que A\ et p; commutent.

e On considére I’application :
®: L — H
A= ANT)

Il est clair que ® est un morphisme de A-modules. Montrons que ¢’est un isomorphisme.
— ® est surjective. En effet, si w € W, soit s;, ...s;, une expression réduite de w. On
a

@()\ O)\slk) Ty

Sil

— ® est injective. En effet, soit A € L tel que A(7T1) = 0. Considérons application

vy: R — H
p = p(T)

Comme pour ®, le morphisme V¥ est surjectif. Soit h € H, il existe p € L tel que
p(Ty) = h alors

Alp(Th)) = A(h) = p(A(T1)) = O

car A et p commutent d’aprés la propriété ci-dessus. On a donc montré que @ est
un isomorphisme de A-modules.
En conclusion, £ étant une algébre associative unitaire, on peut introduire une multipli-
cation sur H comme suit : soit w € W et w’ € W alors

T Ty = ®(® 1 (Ty) 0 @ HTy))

qui fait de H une algébre associative unitaire d’élément neutre 77. Notons que si s;, ... s;
est une expression réduite de w € W, on a

@*1(Tw)(T1) =\ O"'C’)‘sz'k (Ty) =Ty

81',1
Ainsi, pour tout s € S et w € Won obtient :

T, T, = ( 1( s) (T’w))
= /\ (G w))(Tl)
= (Tw)

ce qu’il fallait montrer. O

Notons que dans le cas particulier ott a; = 1 et by = 0 pour tout s € S, on a pour
tout s € S et w e W, TsT,, = Tsy- Ainsi, algébre H est isomorphe a ’algébre du groupe
A[W]. On peut donc voir les algébres de Iwahori-Hecke comme des généralisations des
groupes de Coxeter. Dans cette optique, Il est naturel de se demander si une telle algébre
posséde une présentation par générateurs et relations comme son groupe de Coxeter.

Corollaire 2.1.3. Soit (W,S) un groupe de Coxeter et H := H(W, S, {as,bs}ses) Val-
gébre de Twahori-Hecke associée sur l’anneau A.
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1. Soitw e W et sy, ...s;, une expression réduite alors Ty, = Tsi1 ~-~Ts7:k-

2. On a la régle de multiplication suivante : pour tout s € S et w € W, on a

Tws st l(ws) > l(w)

TwTs = { asTys +bsTy,  sinon

3. On a une présentation de H par
- générateurs : Ty avec s € S.
~ relations : pour tout (s,t) € S? avec s #t :

T.T,Ts... = T,T.T; ...
—_—

et pour tout s € S :
T§2 = asTl + bsTs

Démonstration. (1) suit du théoréme précédent tandis que (2) se prouve aisément par
récurrence sur [(w) en utilisant (1) et la régle de multipliation. Il reste donc & montrer
(3). Notons que dans H, on a bien les relations données par la régle de multiplication et
par (1). Soit G est une A-algébre engendrée par {g,}scs avec les relations suivantes : pour
tout (s,t) € S? avec s £t :

9s9t9s - - - = gtGsgt - - -
N—— N—_——
mst Mgt

et pour tout s € S :
92 = asg1 + bsgs
Il faut montrer que ’on a une unique morphisme de A-algébres

d:H—G

tel que ®(Ts) = gs. L'unicité est évidente car ® est un morphisme d’algébres et les T
engendrent H. On pose

M= {gsil -~-gsik | ke N, Si; (S S}
On munit M d’une multiplication par concaténation ce qui fait de M un monoide. Soit
f:5—-M

tel que f(s) = gs pour tout s € S. Par définition, on a

9s9t9s - - - = GtGsGt - - -
—_——
Mmst Mgt

pour tout (s,t) € S2. Donc, on peut appliquer le théoréme de Matsumoto : f se prolonge
en une application
W —-M
tel que
(I)(w) = Gw ‘= Gsi; -+ Gsqy,
est une expression réduite pour w. L’application

UV:H—-g

dés que s;, ... 8,

définie sur une base de H par ¥(T),) := g (w € W) est donc bien défini. Reste & montrer
que c’est un homomorphisme d’algébres. Pour ceci, il suffit de montrer que pour tout
seSetweW,ona

\II(TsTw) = \I/(Tb)\p(Tw)

Soit s;, ...s;, une expression réduite pour w, on considére deux cas
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— Sil(sw) > l(w), on a alors TsT,, = Ty, Le résultat est alors évident.
— Sil(sw) < l(w), on peut alors supposer par la loi de simplification que s;; = s. On
a alors
U(TsTy) = P(asTsw + bsTy)
= Qsgsw t+ bsgw

d’autre part, on a :
9sGuw = gggsw
= GsGsw T+ bsgw

d’ot1 le résultat.
On a donc bien une présentation de H comme dans I’énoncé.
O

Remarque 2.1.4. Si as est inversible dans A, alors on remarque facilement par les relations
ci-dessus que T est inversible dans H d’inverse TS_1 = as_lTs + as_lbsTl. Par conséquent,
pour tout w € W, T, est inversible. De plus, si s;, ...s;, est une expression réduite de
w, on a Ty, :T;:...T;ill.

Allons un peu plus loin dans ’étude de la structure d’algébre de H. On connait déja
une présentation, une base comme A-module. On va maintenant définir une application
sur H qui va nous étre trés utile pour ’étude des représentations de H.

Proposition 2.1.5. Soit 7 : H — A le morphisme de A-modules défini sur la base

{Tw}wEW de H par
1 stw=1
7(Tw) = { 0 sinon

pour tout w € W. Alors, pour tout (w,w') € W2, on a

ay stw =w

T(TwTw) = { 0 sinon

0l 0N @ NOLE Ay 1= As;) oo gy, Si Siy - .. 8i, est une expression réduite de w (ceci est bien

défini d’apres le corollaire 1.4.4). De plus, pour tout (h,h') € H?, on a
T(hh') = 7(h'h)
On dit que T est une fonction de trace .

Démonstration. On montre que I'on a pour tout (w,w’) € W2,

ay siwl=uw

T(TwTw) = { 0  sinon

par récurrence sur [(w).
1 siw=1
0 sinon
e Soit k > 0. Comme w # 1, il existe s € S tel que {(ws) < l(w). On a alors
TwsTs =Ty,. Il suit T, = T,sTsT,, . Deux cas sont a considérer :
— sil(sw’) > l(w'), on a alors Ty, = TsT,. Comme l(ws) < k, on a

e Sil(w)=0,onaw=1etalors 7(T1T,) = ce qu’il fallait montrer.

T(TwTh) = 7T(TwsTsw)
_ ay i (ws)™! = sw
- 0  sinon

Comme [(sw') < l(w') et comme [(ws) > l(w), on a w # w~! donc dans ce cas,
on a 7(T,T))=0.
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—sil(sw') <l(w'), on a alors TsTyy = asTsy + bsTy . On a
T(TwTw’) = asT(TwsTsw’) + bsT(TwsTw’)

On aws # (w')™1. En effet, on a [((w')71s) < I((w')7!) et l(wss) > l(ws). 1l suit
donc 7(TysTw ) = 0 et donc

T(TwTw’) - asT(TwsTsw’)

Deux cas sont & considérer :

e Soit w’ = w™!, alors (ws)~!

= sw’ d’ou, par induction,
T(TwsTsw’) = Qus

ce qui implique
T(TwTw ) = Gy
e soit w’ # w1, alors (ws) ™! # sw’ et on obtient 7(T,, Ty ) = 0
Ceci termine la démonstration. On a ainsi pour tout (w,w’) € W2

T(TwTw) = 7(Tur Ty

ce qui implique que 7 est une fonction de trace.
O

Ainsi, une algébre de Iwahori-Hecke est muni d’une fonction de trace. Soit w € W.
Supposons que pour tout w’ € W, on ait 7(T,T,) = 0. Ceci implique que a,, = 0. Si A
est intégre et les a, tous non nuls, ceci n’arrive jamais. On dit alors que 7 est une forme
symétrisante pour H et que H est une algébre symétrique. Dans la prochaine partie, nous
allons étudier la théorie des représentations de telles algébres.

2.2 Théorie des représentations des algébres symétriques

Dans toute cette section, nous nous donnons une algébre H associative et unitaire
sur un corps K. On suppose de plus que comme K espace vectoriel, H est de dimension
finie. Nous allons étudier la théorie des représentations de H lorsque celle-ci est équipée
d’une fonction de trace comme ’algébre de Iwahori-Hecke. Avant cela, rappelons quelques
généralités de théorie des représentations.

Définition 2.2.1. Soit H une algébre associative unitaire sur un corps K.

1. Soit V un K espace vectoriel. On dit qu'une application
p:H — Endg (V)

est une représentation de H si c’est un morphisme de K-algébres. Dans ce cas, on a
une action de H sur V définie par

pour h € H et v € V h.ov := p(h)(v).

qui muni V' d’une structure de H-module.

2. Si p est une représentation qui fait de V un H-module, on définit :

xv: H — K
b (p(h)

Xv est appelé le caractére de V' (ou de p). Si V' est simple, on dit qu’il est irréductible.
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3. Soit V un H-module, on dit que V est réductible si il posséde un sous-module propre
V' ¢’est a dire un sous espace vectoriel non nul et différent de V' tel que

Pour tout he Hetve V' onahd eV’

Si V n’est pas réductible, on dit qu’il est irréductible ou qu’il est simple.

4. Un morphisme de H-module est un morphisme de K-espace vectoriels
p: V=V
tel que pour tout v € Vet h € H, on a
p(hv) = h.p(v)
Si ¢ est bijective, on dit que ¢ est un isomorphisme de H-modules. On note

Irr(H) = {H — modules irréductibles & isomorphismes prés}

Les problémes fondamentaux que 'on peut alors se poser sont de déterminer expli-
citement tous les modules simples de 'algébre H et déterminer leurs dimensions. Soit
maintenant V un H-module de dimension fini (comme K-espace vectoriel). Soit V' est
irréductible soit il existe un sous-module V,,_; de V que I'on suppose maximal. Alors le
quotient V/V,,_1 est un H-module et il est irréductible, sinon V,,_; ne serait pas maxi-
mal. Maintenant, soit V,,_1 est irréductible, soit on dispose d’un nouveau sous-module
maximal. Comme V est de dimension finie, ce procédé s’arréte & un moment donné. Bref,
on a existence d’une chaine de H-modules

VocVic..Vo,_1CV,=V

tels que chaque quotient V;/V;_; est simple pour ¢ = 0,...,n. On dit que c’est une série
de composition pour V. Un théoréme important, le théoréme de Jordan-Holder, affirme
que n et les classes d’isomorphies des V;/V;_; sont des invariants (voir par exemple [6,
Th. 13.17]).

Soit p la représentation associée & V. Pour tout i = 0, ..., n, on définit la représentation
irréductible associé au H-module simple V;/V;_; :

pi: H — Endg (Vi/Vio1)
telle que pour tout h € H et v(mod V;_1) € V;/V;_1 :
pi(h)(v(mod V;_1)) = p(h)(v)(mod V;_1)

ce qui est bien défini car V;_; est invariant par p. Soit By une base de V{, on la compléte
pour obtenir une base By de Vj ... et finalement une base B de V. Sur la base B, nous
voyons que la matrice de p(h) a la forme suivante :

po(h) 0 0
* p1(h) 0
* * pu(h)

ceci implique que



et donc que tout caractére est somme de caractéres de modules simples.
Attention, notons que comme K espace vectoriel, on a un isomorphisme naturel

Ve é Vi/Vies

=0

Par contre ce n’est pas un isomorphisme de H-modules et en général, un H-module
n’est pas une somme direct de H-modules simples! ceci ne reste vrai qu’au niveau des
caractéres. On peut néanmoins se demander quand une telle propriété est vrai. On parle
dans ce cas, d’algébre “semi-simple". La théorie des représentations de telles algébres est
beaucoup plus aisée & étudier que dans le cas général. C’est pourquoi un enjeu important
est de déterminer un critére de “semi-simplicité".

Rappellons que lorsque K est assez grand (par exemple algébriquement clos), d’aprés
le théoréme de Wedderburn, on a alors un morphisme surjectif de K-algébres :

®: H — Dyepn) Matay (K)
h - (pV(h))VEIrr(H)

et Ker(®) est un idéal nilpotent de H. On dit que l’algébre est semi-simple si cet idéal est
nul. L’application ® devient alors un isomorphisme et on a alors

dimg(H) = (dim(V))?
Velrr(H)
Il est alors facile d’en déduire que 1’ensemble

{xv [V elrr(H)}

est un systéme linéairement indépendant de Homg (H, K).
Il est donc naturel de chercher un critére simple de semi-simplicité. Un tel critére peut
se donner dans le cadre des algébres symétriques.

Définition 2.2.2. Une application K-linéaire 7 : H — K est dite une fonction de trace
si pour tout (hy,hs) € H?, on a :

T(hlhg) = T(hghl).
On définit alors la forme bilinéaire symétrique

Br: HxH — K
(hl,hg) — T(hlhg)

si celle-ci est non dégénérée, on dit que 7 est symétrisante et que H est une algébre
symétrique .

Exemple 2.2.3. Soit H l'algébre des matrices a coefficients dans K avec d lignes et d
colonnes. On considére la fonction de trace usuelle sur les matrices. Elle est clairement
non dégénéree. Ainsi, H est une algébre symétrique.

Exemple 2.2.4. Soit G un groupe fini d’élément neutre e. On pose H = K[G] Ialgébre
du groupe de K-base canonique {g | ¢ € G}. On définit une fonction de trace sur cette

base en posant :
1 sig=1
7(9) = { 0 sinon

Ceci fait de K[G] une algebre symétrique.
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Proposition 2.2.5. On suppose K assez grand. Soit H une K -algébre symétrique avec
forme symétrisante 7. Alors H est semi-simple si et seulement si il existe une suite
(ev)vernr ) d’éléments de K* uniquement définis tel que

T = Z cvXV

Velrr(H)
dans ce cas, les éléments (cy )y ene(m) 8'appellent les degrés relatifs des modules simples.

Démonstration. On suppose que H est semi-simple alors on a un isomorphisme

H~ @ Matg,, (K)
Velrr(H)

Pour tout V € Irr(H), notons try : Maty, (K) — K la fonction de trace canonique.
Comme T\Matdv (k) est une fonction de trace sur Matg, (K), il existe cyy € K tel que
T|Mata,, () = cvtry. Ceci implique que :

T = Z CVXV

Velrr(H)

les ¢y sont non nuls car la forme 7 est non dégénérée. En effet, supposons que ¢y = 0,
on se donne un élément h € H tel que ®(h) € Maty, (K). Pour tout h’' € H, on a
®(hh') € Maty, (K) et donc 7(hh') = 0 ce qui est absurde.

Réciproquement, on veut montrer que ® est un isomorphisme. On sait que Ker(®) est
un idéal nilpotent. Soit h € Ker(®) donc pour tout h’ € H, on a hh' € Ker(®). Donc
hh' est nilpotent. Ainsi, pour toute représentation de H, p(hh’) est nilpotent. Ainsi, pour
tout V € Irr(H), on a xy(hh') = 0. Donc 7(hh') = 0 ce qui implique que h = 0 et donc
que Ker(®) = {0}. O

2.3 Conséquences sur les algébres de Iwahori-Hecke

Retournons maintenant au cas des algébres de Iwahori-Hecke. Avant de considérer
le cas complétement général, nous nous intéressons au cas des algébres de groupes. Soit
(W, S) un systéme de Coxeter. Soit K un corps et soit {as, bs}scs une suite d’éléments
de K. On considére l'algére de Iwahori-Hecke H associée a ces données.

Tout d’abord, intéressons-nous & un cas particulier. Prenons le cas otias = 1 et by =0
pour tout s € S, c’est & dire le cas de I'algébre de groupe. On a déja vu que dans ce cas,
H = K[W] est équipé d’une fonction de trace symétrisante. La proposition 2.2.5 entraine
le résultat suivant concrenant ’algébre d’un groupe fini quelconque.

Théoréme 2.3.1 (Théoréme de Maschke). Si K est un corps de caractéristique nulle ou
premiére avec lordre d’un groupe G fini, alors Ualgébre de groupe K[G) est semi-simple.
En particulier, pour tout groupe de Coxeter fini, si K est de caractéristique nul alors
K[W] est semisimple

Démonstration. On considére la représentation suivante de H = K[G] appelée représen-
tation réguliére. Notons {g | g € G} la base canonique.

p: H —  EndgH
g = (@'—g9)
On vérifie facilement que la caractére associée vérifie pour tout g € G :

|G| sig=1
Xreg(g){ 0 sinon
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On a donc xyeg = |G|T.
D’autre part, on sait que le caractére de la représentation réguliére vérifie :

Xreg = dimg (V) xv
Velrr(H)

comme les valeurs de dimg (V') divisent I'ordre de G, on en déduit que dans K, ces valeurs
sont non nulles. On obtient donc :

1 .
T= @ Z dimg (V)xv
Velrr(H)

qui, en utilisant la proposition 2.2.5, nous permet de conclure.
O

Quand est il maintenant du cadre général ? Soit H une algébre de Iwahori-Hecke d’un
systéme de Coxeter (W, S) sur un corps K associé au choix de paramétres {as, bs}ses C
K. Alors la fonction K-linéaire définie sur la base {T,, | w € W} de H par

1 siw#1
™(Tw) = { 0 sinon

pour tout w € W, est une fonction de trace symétrisante.
Dans le cas ou l'algébre est semi-simple, on a une décomposition de la fonction de

trace
= Y e
Velrr(H)

Les éléments sy = 1/¢y jouent un rdle fondametale dans la théorie des représentations
des algébres de Iwahori-Hecke. Ils sont appelées les éléments de Schur.

On a donc vu que la fonction de trace de I'algébre de Iwahori-Hecke se déduisait
facilement de celle de 'algébre de groupe. On peut alors maintenant se demander si il
n’existe pas des rapport plus profond entre les théories des représentations de ces deux
algébres, par exemple, leurs nombres de représentations irréductibles, les dimensions de
celles-ci etc. De méme, un probléme intéressant serait de donner un critére analogue au
théoréme de Maschke pour les algébres de Iwahori-Hecke. Ce sont les principaux objectifs
du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Représentations d’algébres de
Iwahori-Hecke

Dans ce chapitre, on désire étudier la théorie des représentations d’algébres de Iwahori-
Hecke arbitraire. La premiére question que I'on peut se poser est la suivante : etant donné
un systéme de Coxeter, existe-t-il une algébre de Iwahori-Hecke “universel” tel que tout
algébre de Iwahori-Hecke associé a ce méme systéme de Coxeter (mais sur un anneau
et avec des parametres a priori différent) se déduit de celle-ci? Nous verrons qu'il est
possible de définir une telle algébre grace au processus de spécialisation.

Ensuite, une question naturelle est de se demander comment comparer la théorie des
représentation de cette algébre “universelle” avec celle d’une algébre de Iwahori-Hecke
obtenue aprés cette phase de spécialisation. Un objet fondamental : la matrice de dé-
composition permettra de donner des informations sur ce probléme. Nous verrons que la
question de semi-simplicité abordée dans le chapitre précédent sera capitale dans cette
optique. Nous énoncerons un théoréme important qui permet de montrer que dans le
cas semi-simple, les représentations de l'algébres de Iwahori-Hecke sont essentiellement
obtenus a partir de celle de ’algébre de groupe.

Dans ce chapitre, la principale référence est le livre de M. Geck et G. Pleiffer [9], en
particulier le chapitre 7 et le cours de M. Geck [7]. La derniére partie s’inspire de [12].

3.1 Le procédé de spécialisation

Tout d’abord, nous introduisons une algébre de Iwahori-Hecke particuliére associé a
un systéme de Coxeter. Celle-ci va jouer le role “d’algébre universelle" dans toute la suite
de ce document.

Définition 3.1.1. Soit (W,S) un systéme de Coxeter et soit {as,bs}ses un ensemble
d’indéterminées vérifiant la condition (x). On définit 'anneau

A:=1ZaF by | s €8]

L’algébre de Iwahori-Hecke H := HA(W, S, {as,bs}scs) s’appelle 'algébre de Iwahori-
Hecke générique.

La particularité de cette algébre est que tout algébre s’obtient a partir de celle-ci aprés
“spécialisation”, terme que nous définissons ci-dessous.

Définition 3.1.2. Soit H une algébre sur un anneau A et soit § : A — R un morphisme
d’anneaux ou R est un anneau commutatif unitaire. On dit que 6 est une spécialisation.

30



Par extension des scalaires, R peut se voir comme un A-module via §. On définit alors
HY% :=R®4 H.
On dit que H% est obtenue & partir de H par spécialisation.

Notons que pour toute spécialisation 6 : A — R l’algébre obtenue est une R-algébre
libre de rang fini, une base étant obtenue par spécialisation d’une base de H.

Exemple 3.1.3. Soit G un groupe fini et Z[G] l'algébre de groupe sur Z. Alors il existe
un unique morphisme d’anneau 6 : Z — A. L’algébre spécialisée est ’algébre

A®z Z|G) ~ A[G]

Ainsi, si H est une algébre de Iwahori-Hecke d'un systéme de Coxeter sur A et si
6 : A — R est une spécialisation, H% n’est autre que I'algébre de Iwahori-Hecke de (W, )
sur 'anneau R avec parameétres {0(as),8(bs)}ses-

Proposition 3.1.4. Soit (W,S) un systéeme de Coxeter. Alors pour tout anneau commau-
tatif unitaire et tout choiz de parameétres {us,vs}ses vérifiant (x), Ualgébre de Iwahori-
Hecke Ha(W, S, {us, vs}ses) est obtenue a partir de l'algébre de Twahori-Hecke générique
H 4 apres spécialisation.

Démonstration. 1l suffit de remarquer qu’il existe un morphisme d’anneau

0 : .A e A
as +—  Ug
bs — s
et on a
HZ = A®q4Hy
=~ HA(V[/vsv{USaUS}SES)

O
Gréce a ce procédé, on peut obtenir, pour tout anneau A, I'algébre du groupe associée

a un systéme de Coxeter (W, S) sur un anneau A a partir de ’algébre générique en utilisant
la spécialisation

g: A — A
as — 1
b — 0

Ainsi, algébre A[W] est obtenue & partir de 1’algébre générique. On peut alors se de-
mander si la théorie des représentations de I'une ne peut pas étre obtenues & partir d’in-
formations sur I'autre algébre. De méme, quels sont les liens unissant les représentations
de ’algébre générique avec celles d’algébres de Iwahori-Hecke arbitraires ? L’objectif des
deux sections suivantes. est d’étudier ce type de problémes.

3.2 Matrices de décomposition

La question principale traitée ici est la suivante : peut-on “spécialiser” des représen-
tations ? et des caractéres? si oui, les caractéres irréductibles de l'algébre générique se
spécialisent-ils en des caractéres irréductibles 7 Pour répondre & ces questions, nous intro-
duisons une classe d’objets fondamentaux : les anneaux de valuations.

Définition 3.2.1. Soit K un corps, un sous-anneau O de K est appelé un anneau de
valuation si pour tout z € KX, onaz € O ouz~! € O.
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Exemple 3.2.2. Prenons K = Q. Soit p un nombre premier alors
a ..
0= {E | p ne divise pas b}

est un anneau de valuation de Q.

Le premier objectif est d’établir ’existence d’anneaux de valuations qui nous servirons
pour établir nos spécialisations de représentations. La proposition suivante donne une idée
de la structure des anneaux de valuations.

Proposition 3.2.3. Soit K un corps et O un anneau de valuation alors si I et J sont
deux idéaux de O, on a I C J ou J C I.

Démonstration. Si I n’est pas contenu dans J, il existe x € I tel que x ¢ J. Soit y € J.
On axy~! ¢ O sinon y(zy~!) =2 € J. Donc, on a (xy~1)~! =271y € O. Ceci implique
que (z7ty)r =y € I. On obtient donc J C I ce qu’il fallait montrer.

O

Proposition 3.2.4. Soit K un corps et A C K un sous-anneau. Soit p C A un idéal
premier. Alors, il existe un anneau de valuation O local avec un idéal mazimal m vérifiant
ACOetmnA=p.

Démonstration. La preuve se fait en plusieurs étapes :

1. On construit tout d’abord ’anneau @ avec un idéal maximal m. On considére ’en-
semble

M:={(R,q) | RC K, AC R, qidéal premier de R tel que qN A = p}
On applique le lemme de Zorn a ce sous-ensemble muni du pré-ordre suivant :
(R,q) < (R',q) &= RCRetq=qdnNR

On vérifie les hypothéses du lemme :

— OnaM =#0Qcar (4,p) € M.
— Toute chaine ordonnée est inductive. En effet, soit (R;,q;) € M tel que R; C
Ri+1 et q; = R; N q;41 pour tout ¢ € I un ensemble d’indices. On considére le
couple (U;erR;,Uierq;). L'ensemble U;crR; est bien un anneau contenu dans K
qui contient A et U;crq; est un idéal vérifiant :

AN (Uierqi) = Uier(ANg;) =p

On a bien R; C UjerR; et q; = R; N (Userds) pour tout j € I d’ott le résultat.
Ainsi d’aprés le lemme de Zorn, il existe un unique élément (O, m) dans M
maximal.

2. O est un anneau local avec idéal maximal m. En effet, posons

{ab™' |a€O,be O\ m} C K
= {ab7'|aembe O\ m}

H Q)
I

((5, m) est local. Ceci suit de la propriété :
r¢m = ze0x

Ainsi M est maximal donc premier dans O.
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On montre alors que ((5, m) est dans M et que pour tout élément (O’, m’) € M, on

a
(O W) < (0, m),

et par maximalité, on obtient

(O, m) = (O,@).

3. On montre maintenant que O est un anneau de valuation. On raisonne par ’absurde
en supposant quil existe z € K tel que x ¢ O et 2= ¢ O. On considére alors le
sous anneau R := O[z] de K.

Montrons que l'idéal Rm est égal & R. On a Rm C R car m C O. Supposons que
Rm # R. Il existe alors un idéal maximal n tel que Rm C n C R. Onam C nNO. Par
maximalité, on a m =n N O. On a donc (O, m) < (R,n) dans M. Par maximalité,
on obtient (O, m) = (R,n) et donc z € O ce qui est absurde. Bref, on a Rm = R.
En particulier, on a 1 € Rm. Ainsi, il existe rg, 1, ..., 7, une suite d’éléments de m

telle que
n
1= Z rix
i=0

Onadoncl—rg=>" rz". Orl—rge O car O est local. Donc il existe une
suite d’éléments r{, 7, ..., 7], de O telle que

n
1= E rixt.
i=1

Ainsi, on obtient :

n
"= Zréxi_" €Oz .
i=1

Ainsi, 'anneau Oz 1] est engendré par O et 'ensemble {7} izo,. n—1-
On répéte maintenant 'argument précédent avec "anneau R = O[z 1] et on obtient
R =mR. Ainsi, on a

Oz~ = mO[z™ 1]

ot Ofz71] est un O module de type fini. On a donc O un anneau commutatif
unitaire, R un O module de type fini et R = mR. On peut appliquer le lemme de
Nakayama qui nous dit qu'il existe a € m tel que (1 + a)R = 0. C’est absurde car
(1+ a) inversible. On a donc Oz~1] = O ce qui est une contradiction.

Donc O est un anneau de valuation avec un unique idéal maximal m vérifiant A C O
etmnNA=p.

O

On se place maintenant dans la situation suivante :

— A est un anneau intégre,

— K est un corps contenant A,

— H est une A-algeébre unitaire libre de rang fini de base {h1, ..., h,,} (ol on suppose

que h; est 1’élément unité).,

— Hi := K ®4 H est une K-algébre de dimension finie.

La proposition suivante est le résultat-clef qui va nous permettre de spécialiser les
représentations d’algébres de Iwahori-Hecke génériques.
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Proposition 3.2.5. Soit O C K un anneau de valuation tel que A C O. Alors pour
tout Hg-module V' de dimension d, il existe une base B de V telle que la représentation
correspondante :

pB: Hx — Maty(K)
vérifie pg(h) € Matg(O) pour tout h € Hp.

Démonstration. Soit {v1,...,vq} une K-base de V. Alors, {1 ® hy,...,1® hy,} est une
K-base de Hg. On considére le O-module V de type fini engendré par les éléments h;.v;
avec 1 <i<d,1<j<m.Ona V C V. Notons que 'on a K ®¢p V =V car V contient
une K-base de V.

Montrons que V' est libre de type fini comme O-module. On sait que O est local d’idéal
maximal m. On considére le @/m-module de type fini V/mV. Comme F := O/m est un
corps et que V est de type fini comme O-module, c’est en fait un espace vectoriel de
dimension finie.

Soit {u1,...,us} une F-base de I7/m1~/ Pour tout ¢ = 1,...,s, on choisit un repré-
sentant u; de u; € ‘7/m‘~/ dans V. On considére le O-module U engendré par uq,..., Us.
On a N B

V=mV+U

Par un corollaire du Lemme de Nakayama, O étant local, on obtient

V=U
Il reste & montrer que {u; ..., us} est un systéme linéairement indépendant sur O. Soit
r1,...,Ts une suite d’éléments de O tels que

S
E riu; = 0.
i=1

Par I’absurde, supposons qu’il existe un élément r; non nul. On peut supposer qu’on a
suite d’idéaux de O vérifiant

(r1) C(re) C ... C (rs).

d’aprés la proposition 3.2.3. On a donc r; # 0.
On a alors 77 'r; € O pour tout i = 1,...,n. Il suit ainsi

s—1

-1
g Ty Ty +us =0
i=1

et donc
s—1
E 75 it + s = 0
i=1
ce qui est absurde car les éléments de {uy,...,Us} sont linéairement indépendant.

Donc V est libre de type fini comme O-module de base {uy ..., us}. Alors, {1 ®o
uy...,1 ®o us} est une K-base de K ®» V = V. De plus, V est Hp-invariant d’ot le

résultat.
O

On va maintenant pouvoir définir I’objet fondamental pour I’étude des représentations
d’algébres de Iwahori-Hecke : la matrice de décomposition. Pour ceci, nous nous plagons
dans la situation suivante. Nous donnons une définition dans un cadre général bien que
la principale application concernera les algébres de Iwahori-Hecke.
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— Soit A un anneau intégre,

— Soit K la cloture algébrique du corps des fractions de A

— Soit H une A-algébre de rang fini comme A-module.

~ Soit 6 : A — L un morphisme dans un corps L qui est le corps des fractions de 6(A).
— Soit @ un anneau de valuation avec idéal maximal m vérifiant A C O et mN A =
Ker(6) (voir la proposition 3.2.4).

Soit IT: O — F := O/m la surjection canonique. Alors L peut se voir comme un
sous-corps de F' via l'injection de #(A) dans F' qui envoie, pour a € A, 6(a) sur
a+m € F. Comme L est le corps des fractions de §(A), on peut supposer L C F.

Exemple 3.2.6. On peut par exemple se placer dans une des situations suivantes :

1. A=7Z,K=Q, H=7Z7ZW ou W est un groupe de Weyl et 0 : Z — F, tel tel que
6(1z) = 1r,. On peut alors spécialiser H et on a H]gp ~TF,W.

2. A=A, K la cloture algébrique de Frac(A), H I'algébre de Iwahori Hecke générique
associé & W un groupe de Weyl. 6§ : A — Q tel tel que 6(as) = 1 et 6(bs) = 0 pour
tout s € S. On peut alors spécialiser H et on a H[?p ~ QW.

Proposition 3.2.7. En gardant les notations ci-dessus, on a les propriétés suivantes.
1. F est la cloture algébrique de L.
2. On note
Ir(Hi) = {X1s-++sXm}

Alors on sait que ces caractéres sont a valeurs dans O d’aprés la proposition 3.2.5.
Alors, pour touti=1,...,m,

X;: Hrp — F
1@h — w(xi(h))

est le caractére d’un Hp-module.

3. Supposons car(F') = 0 et notons

Irr(Hp) = {¢1,..., 1}

Alors pour tout i = 1,...,m, il existe des nombres d;; avec j = 1,...,1 appelés
nombres de décompositions uniquements définis tels que

l
Xi = Z diﬂ/)j
j=1

La matrice D := (d;;)1<i<i,1<j<m s appelle la matrice de décomposition.

Démonstration. 1. On montre tout d’abord que F' est algébriquement clos. Soit f # 0
dans F[X] un polynéme unitaire. On a

f = Z CLj,Xi.
i=0
ot a; = 7(b;) avec b; € O et a,, = 1. On pose alors

f= ibiXi € 0[X]

=0
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Dans K[X], K étant algébriquement clos, il existe z € K tel que f(z) = 0. On a
donc :
2 4 by 12" N4+ by =0

Si 2 € O alors on a bien une racine de f dans F. Sinon, on a z=! € O alors
T4bpq1+byor 4 ...+~ =0

et donc & € O d’ott le résultat. On obtient donc f(Z) = 0 d’otu le résultat. On montre
maintenant que F/L est algébrique. Soit x € F et soit y € O tel que z = 7(y).
K est la cloture algébrique du corps des fractions de A donc il exite un polynéme
g € Frac(A)[X] tel que g(y) = 0. Donc il existe un polynoéme f = Y7, a; X" dans
A[X] tel que f(y) =0.

Supposons qu'il existe i = 1,...,s tel que a; ¢ m alors f est un polynome non nul
a coefficent dans F' qui posséde y comme racine.

Supposons que pour tout ¢ =1,...,s, a; € m. Alors, pour tout ¢ =1,...,s, (a;) est

un idéal de O. Comme dans la preuve précédente, il existe k € {1,..., s} tel que
(a;) C (ax)

pour tout ¢ = 1,...s. Donc pour tout i € {1,...,s}, il existe u; € O tel que

a; = uzai. On a ax # 0 car f # 0. On obtient
hi=a,'f= Z(a;lai)Xi
i=1

et h(y) = 0 avec h # 0 dans L (car au moins un des coefficients est non nul).

. Donnons nous une représentations irréductible p de Hx dans Maty(K). On sait,

d’apres la proposition 3.2.5, qu’il existe une base B de V tel que p(h) € Maty(O)

pour tout h € H. On a Hp = F ® Hpo (c’est 'algébre spécialisée via la surjection

canonique O — F':= O/m). Alors en passant au quotient, on a une représentation
p:  Hrp — Maty(F)

d
lewoh =  p(h)
et pour tout h € Hp, on a
tr(p(1 @ h)) = 7(x(h)).

. Ceci suit du fait que tout caractéres de Hp s’écrit comme combinaison linéaire des
caractéres irréductibles de Hp.
O

La matrice de décomposition est un objet fondamental de la théorie des représenta-
tions. Le point est que, en pratique, les caractéres de H i sont plus faciles & calculer comme
on le verra plus tard. Connaitre parfaitement la matrice de décompositions permettra de
déterminer les caractéres irréductibles de Hp. Quelques exemples seront présentés dans
les sections suivantes. Avant ceci, nous cherchons & déterminer quand la matrice de dé-
composition est triviale.

3.3 Le théoréme de déformation de Tits

Le théoréme suivant est un des théoréme clef de ’étude des représentations d’algébres
de Hecke. On garde ici les notations de la section précédente.
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Théoréme 3.3.1 (Théoréme de déformation de Tits). Dans la méme situation que dans
la section précédente, si algébre Hp est semi-simple (avec car(F) = 0)alors Hg [est
aussi et on D = 1d.

Irr(Hg) < TIrr(Hp)

X « X

Démonstration. Notons comme dans la proposition précédente

Irr(Hp) = {X1,-+» Xm}

et

II‘I‘(HF) = {wlv e ,wl}
Pour tout 7 = 1,...,m, il existe des nombres de décomposition d;; avec j = 1,...,1 tels
que

!
Xi = Z dij¥;
=1

Pour tout ¢ € {1,...,m} (resp. j € {1,...1}), notons V; (resp. U;) le Hx-module (resp.
Hp-module) associé, on a :

dim(V;) = xi(1)
= Y;‘(l)

= > dyy;(1)
j=1
l
j=1

Il suit ainsi :

dim(V;)? > ) d7;dim(U;)?.

M-

1

J
Or, on sait que en prenant les notations de §2.2

dim(H g /Ker (P Z dim(V;

Maintenant, on a :
m l m
z:dim(\/})2 > Z ZdQ )dim (U,
i=1 j=1 i=1

Or, pour tout j = 1,...,l, le nombre (3_;", d;) est non nul. Pour voir ceci, on regarde
les caractéres des représentations réguliéres Xreg,x €t Xreg,r de Hg et Hp. Il existe des
entiers tous non nuls u; tels que Xreg, x = Z:’;l u;X;. On a alors :

Xreg,Hr = Xreg,Hx
m

= Z UiXi
=1
= DY widyyy;

i=1 j=1

= Y O wdi)iy

=1 i=1
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Il suit que pour tout j € {1,...,l}, on a (}.", u;d;;) # 1 et donc que pour tout j €
{1,...,1}, il existe au moins un ¢ € {1,...,m} tel que d;; # 0. On obtient donc

dim(Hg /Ker(®)) > 3 dim(U;)?
i=1

Or par le théoréme de Wedderburn, Hr est semi-simple ce qui implique que

Donc, on a
dim(Hg /Ker(®)) > dim(Hp)

Mais on sait que dim(Hp) = dim(Hg). On obtient ainsi Ker(®) = {0} et donc Hy est

semi-simple. De plus, on a (37", d7;) = 1 pour tout j € {1,...,1}. donc D est une matrice
de permutation. Quitte & réordonner lignes et colonnes on a D = Id et on a la bijection
désirée au niveau des caractéres. O

Analysons maintenant un cas particulier. Considérons 1’algébre de Iwahori-Hecke gé-
nérique H 4 et étendons les scalaires en définissant 1’algeébre

He := Clus,vs | s € S] @4 H4.
On considére la spécialisation :
0 : Clus,vs | s€ 5] —C

tel que O(us) = g et O(vs) = ¢—1 pour un g € C* pour tout s € S. On a alors une algebre
spécialisée H, sur C. Si on reprend les notations ci-dessous, soit K la cloture algébrique
du corps des fractions de Clus, vs | s € S]. Il existe donc un anneau de valuation contenu
dans Clus,vs | s € S] et un idéal maximal m tels que

m N Clug, vs | s € S] = Ker(h)

F = O/m est la cloture algébrique du corps des fractions de I'image de 6, c’est donc C.
D’aprés le théoréme ci-dessus, on obtient que si H, est semi-simple alors Hy 'est aussi.
Prenons en particulier ¢ = 1, alors H, est 1’algébre du groupe C[W] qui est semi-simple
d’aprés le théoréme de Maschke. On a donc prouvé le résultat suivant :

Corollaire 3.3.2. Soit K la cloture algébrigue de C(us,vs | s € S). Alors Hg est semi-
simple. En particulier, ces modules simples sont en bijection avec ceur de C[W].

Notons de plus que dans la situation ci-dessus, les représentations irréductibles de
C[W] sont simplement obtenus a partir de celles de Hy en spécialisant les paramétres.

3.4 Exemples

Dans toute cette partie, nous considérons le groupe de Coxeter de type As engendré
par les réflexions simples {s,t}. Ce groupe est isomorphe au groupe symétrique S3 et
ses éléments sont {1,s,t, st,ts, sts = tst}. En premier lieu, on cherche a déterminer les
représentations de ’algébre du groupe C[WV].
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3.4.1 Représentations irréductibles de C[WV]

On a tout d’abord deux représentations de C[W], toutes les deux de dimension 1. Elles
sont donc irréductibles :
— La représentation triviale :

(C*
1

1W A
s,t =
— La représentation signe :
sen: W — C*
s,t — -1
que 'on peut vérifier bien définie (en utilisant la présentation de W par exemple).
On a également une représentation de dimension 2 comme suit :

p: W — GLy(C)

(-1 o0
5 11

11
to= 0 —1

On vérifie que ceci définit uniquement une représentation de dimension 2 de C[IW]. On
vérifie facilement que cette représentation est irréductible, ne possédant pas de sous-
espaces invariants non triviaux.

D’aprés le théoréme de Maschke, on sait que C[W] est semi-simple et par celui de
Wedderburn, on obtient que

dmCW]=6= > dim(V)
Velrr(C[W])

ce qui implique que l'on a trouvé toutes les représentations irréductibles de C[IW]. La
table des caractéres est donnée par :

1 t st
w || 1] 1 1
sgn || 1| —1 1
p 21 0 | -1

Considérons la forme symétrisante canonique définie dans ’exemple 2.2.4 | on a pour tout
weW
H(w) = 1 siw=1
| 0 sinon.

On cherche les degrés relatifs aux modules simples. Il existe dy, d2 et d3 tels que

T = lelW + dQngn + dSXp
on obtient dy = ds = 1/6 et d3 = 1/3.

3.4.2 Représentations irréductibles de Hy

On pose us; = u; = u une indéterminée et v; = v, = u — 1. On considére 'algebre
de Iwahori-Hecke Hg sur la cloture algébrique K de C(u). Celle-ci est engendrée comme
K-algébre par Ty et T;.

On a déja vu que H est alors semi-simple (en combinant théoréme de déformation
de Tits et de Maschke). On a donc une bijection entre les représentations irréductibles de
Hg et celles de C[W]. Les trois représentations irréductibles de Hy sont les suivantes :
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— la représentation “triviale"

1u: HK — K
T, Ty — u

— La représentation “signe” :

sgn,: Hg — K~
Te,Tt = -1

— La représentation de dimension 2

Pu * HK — GLQ((C)

7. -1 0
u u
u 1
L= o 21

On vérifie que ces trois représentations sont irréductibles. Notons aussi qu’elles se spé-
cialisent bien en représentations irréductibles de C[W] lorsque u se spécialise en 1. Si on
considére la dorme symétrisante, on remarque cette fois que 1’on a :

7= (1/p)x1, + (v /P)Xsen, + (u(u+1)/p)xp,
otp=(u+1)(u?®+u+1).

3.4.3 Quelques spécialisations

On garde les méme notations que ci-dessus et on considére la spécialisation 6 : A — C
telle que #(u) = —1. On vérifie alors que les représentations "signe" et "triviale" se
spécialisent en la méme représentation sur Hc qui est en fait irréductible. On trouve que
la matrice de décomposition est en fait égale a

Irr(Hc)
1, | 1 0
cu | 1 0
pu | 0 1

Sif: A— C telle que O(u) = exp(2im/3), on peut vérifier que I'on obtient la matrice
de décomposition suivante :

Irr(He)
1, |1 0
€u | O 1
pu | 1 1

3.5 La conjecture de James

Nous terminons ce cours par une conjecture fondamentale datant de 1990 sur les
représentations du groupe symétrique. Celle-ci donne une motivation pour l’étude des
représentations d’algébres de Hecke. Dans cette partie, on suppose que W est le groupe
de Coxeter de type A,,_1. Soit 6 : A — k une spécialisation dans un corps k. On note

e:=min{i > 1| 1+6(q) +...+6(q)"* =0}

en supposant qu’'un tel nombre existe. Ces données permettent de définir une matrice de
décomposition Dy . qui est sensé “controlée” la théorie des représentations de l'algébre
spécialisée
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Conjecture de James. Si la caractéristique de k est égale a l et siel >n (ou sil=0)
alors la matrice Dy . ne dépend pas de l.

Voici une conséquence immédiate : si on a 6(q) = 1 et si k est de caractéristique
[ alors l'algébre spécialisée est isomorphe a kG&,,. La matrice Dy . controle alors dans
un certain sens la théorie des représentations de kS,,. Celle-ci reste encore aujourd’hui
trés méconnue (contrairement au cas de la caractéristique 0). La conjecture ci-dessus
entrainerait alors que Dy, . est égale & la matrice de décomposition de D¢ (si el > n).
Cette derniére matrice controle, elle, les représentations de 1’algébre de Hecke H¢. Or on
dispose d’algorithme explicite pour le calcul de ces matrices (algorithme de LLT, voir [12,
Ch. 6]). Si la conjecture de James est vérifiée, on obtiendrait donc, sous ’hypothése el > n,
des algorithmes explicites donnant des informations sur les représentations irréductibles
de kG&,,.

Un enjeu fondamental consiste donc en la détermination explicite des matrices de
décomposition pour les algébres de Iwahori-Hecke. D’autres questions connexes a celle-ci
se posent :

— Peut-on déterminer explicitement les repésentations irréductibles d’algébres de Hecke 7

au moins dans le cas semi-simple ? voir les travaux de Kazhdan et Lusztig [11].

— Peut-on compter et paraméterer les représentations irréductibles dans le cas non
semi-simples ? voir les travaux de Geck [8].

— Chaque module simple pour une algébre de Iwahori-Hecke associé au groupe de
Coxeter de type A, peut naturellement se voir comme un module pour une algébre
de Iwahori-Hecke associé au groupe de Coxeter de type A,,_1. Celui-ci se “décompo-
se” (au moins au niveau des caractéres) selon les modules simples de cette derniére
algébre. Peut-on explicitement déteminer ces déecompositions 7 ceci est lié & la théo-
rie des bases canoniques et cristaux des groupes quantiques (théoréme d’Ariki, voir
[1] et [12, Ch. 6])

— Peut-on définir des algébres de Hecke pour d’autres groupes? en particulier les
groupes de réflexions complexes (sous groupe de GL,(C) cette fois ...), voir les
travaux d’Ariki [1] et de Broué-Malle [3].

— Et généraliser tous les problémes précédents pour ces algebres?
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